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Re´sume´ – Les instabilite´s ge´ne´re´es par frottement sont responsables des divers bruits tels que le crisse-
ment, le siﬄement ou le broutement . . . Pour mode´liser et comprendre ce phe´nome`ne d’instabilite´s, les
analyses temporelle et aux valeurs propres sont utilise´es sur un syste`me mode`le constitue´ de deux poutres
en contact. Dans l’analyse aux valeurs propres, l’instabilite´ se manifeste par la coalescence de deux modes
propres du syste`me. Dans l’analyse temporelle, l’instabilite´ est caracte´rise´e par des zones d’adhe´rence ou
de de´collement qui apparaissent au niveau de la surface de contact. Les re´sultats issus des deux analyses
sont cohe´rents et comple´mentaires. Une validation expe´rimentale a e´te´ eﬀectue´e et montre une bonne
corre´lation entre les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux.
Mots cle´s : Instabilite´s de contact / crissement / contact / dynamique / e´le´ments-ﬁnis
Abstract – Friction-induced instabilities: modal, transient analysis and experimental valida-
tion. The vibrations generated at the interface between the two bodies in friction are responsible for
various noises such as squealing, juddering, hammering, hooting, etc. In order to model and understand
friction-induced vibration phenomenon, two types of analysis, modal analysis and transient analysis, are
compared in this article. This study has been made on a simpliﬁed system composed of two beams in
contact. In modal analysis, instabilities appear when a pair of modes merges. Eigenvalues with positive
real parts are identiﬁed as potentially unstable modes. In transient analysis, one speaks about instabili-
ties when stick or separation zones appear in the contact surfaces. Results have been compared and both
analysis give coherent and complementary results. An experimental validation has been made and shows
a good correlation between experimental and numerical results.
Key words: Friction-induced instabilities / squeal / contact / dynamics / Finite-elements
Introduction
Lorsque deux corps sont en contact frottant, des vi-
brations peuvent apparaˆıtre a` l’interface. Ces vibrations
induites par frottement (ou instabilite´s de contact) sont
responsables de divers bruits et de concentration de
contraintes. Dans l’application du freinage automobile,
ces vibrations peuvent donner lieu a` du broutement, du
crissement, du bourdonnement... Un vaste panorama de
la dynamique des vibrations induites par frottement est
a Auteur correspondant : anissa.meziane@insa-lyon.fr
pre´sente´ par Ibrahim [1,2]. Akay [3] pre´sente une vue d’en-
semble de l’acoustique du frottement. Dans la litte´rature,
les nombreuses e´tudes expe´rimentales, analytiques [4] et
nume´riques montrent que le phe´nome`ne d’instabilite´ de
contact est complexe et qu’il n’est pas encore totalement
maˆıtrise´.
En 1938, Mills [5] montre que des instabilite´s de
contact peuvent apparaˆıtre lorsque le coeﬃcient de frot-
tement de´croˆıt avec la vitesse relative. Block [6] comple`te
cette the´orie en montrant que ces vibrations instables
peuvent e´galement eˆtre obtenues lorsque le cœﬃcient
de frottement statique est supe´rieur au coeﬃcient de
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Nomenclature
C Matrice d’amortissement du syste`me (C = α1M+ α2K) (Ns.m
−1)
F Valeur absolue de la force applique´e sur la poutre Ω1 (N)
f Vecteur des forces exte´rieures nodales du syste`me (N)
G Matrice globale des conditions au niveau du contact
K Matrice de raideur du syste`me (N.m−1)
Kc Matrice de raideur du syste`me avec contact (N.m−1)
Kc Raideur de contact (N.m
−1)
Lˆ Longueur caracte´ristique de la loi de Prakash-Clifton (m)
M Matrice de masse du syste`me (kg)
t,Δt Temps (s), pas de temps (s)
u, u˙, u¨ Vecteurs de´placement (m), vitesse (m.s−1) et acce´le´ration (m.s−2)
V Vitesse impose´e a` la poutre 2 (m.s−1)
Vˆ Vitesse caracte´ristique de la loi de Prakash-Clifton (m.s−1)
x Vecteur des coordonne´es du syste`me (m)
α1, α2 Parame`tres d’amortissement proportionnel (s
−1, s)
β2 Parame`tre d’amortissement nume´rique
ε Taux d’amortissement
ϕ Valeur propre du syste`me matriciel
λ Vecteur des forces de contact (N)
μ Coeﬃcient de frottement de Coulomb
ω Pulsation propre (rad.s−1)
θ Angle relatif entre les deux poutres (◦)
τˆ Temps de re´ponse caracte´ristique de la loi de Prakash-Clifton (s)
Indices
n Relatif a` l’instant tn = nΔt
n + 1 Relatif a` l’instant tn+1 = tn + Δt
n− 1 Relatif a` l’instant tn−1 = tn −Δt
Ω1,Ω2 Relatif aux poutres Ω1 et Ω2
Exposant
n Selon la normale
t Selon la tangentielle
T Transpose´e
* Sans prise en compte des forces de contact
p E´tat perturbe´ a` partir de la position d’e´quilibre
frottement dynamique. En 1961, Spurr [7] de´veloppe le
mode`le de  Sprag-Slip . Il montre l’importance de la
cine´matique de contact en obtenant une condition d’in-
stabilite´ sur l’angle d’attaque du contact avec un coeﬃ-
cient de frottement constant. En 1972, North [8] montre
que les instabilite´s de contact sont dues a` une coalescence
de deux valeurs propres du syste`me, une des deux valeurs
propres posse´dant une partie re´elle positive. Les instabi-
lite´s de contact sont obtenues avec un coeﬃcient de frot-
tement constant et correspondent a` des vibrations auto-
entretenues du syste`me.
Par la suite, avec l’augmentation de la puissance de
calcul, les e´tudes nume´riques ont fait leur apparition.
Elles s’appuient sur la me´thode des e´le´ments-ﬁnis qui
permet a` une large gamme de syste`mes (ge´ome´trie des
corps en contact, conditions limites et mode´lisation du
contact) d’eˆtre traite´e. Ces e´tudes nume´riques sont es-
sentiellement base´es sur deux types d’analyse : les ana-
lyses aux valeurs propres et les analyses temporelles.
Le principe des analyses aux valeurs propres, line´aires,
est de calculer les modes et valeurs propres du syste`me
couple´ constitue´ par les deux corps en contact. L’insta-
bilite´, caracte´rise´e par la coalescence de deux modes qui
deviennent complexes, est appele´e instabilite´ par ﬂotte-
ment [9–14]. Cette analyse est peu couˆteuse en terme
de temps de calculs, mais ne permet pas de connaˆıtre
le comportement du syste`me pendant l’instabilite´. En re-
vanche, les analyses temporelles, qui prennent en compte
le caracte`re non-line´aire du contact avec frottement, four-
nissent l’e´volution des grandeurs me´caniques (contraintes,
de´formations) en fonction du temps, permettant ainsi de
connaˆıtre la dynamique globale et locale (au niveau du
contact) du syste`me [15–18]. Pour les syste`mes e´tudie´s,
les re´ponses en temps mettent en e´vidence des com-
portements instables harmoniques, quasi-harmoniques ou
parfois chaotiques. L’inconve´nient de cette analyse est
un temps de calcul important qui rend les e´tudes pa-
rame´triques plus lourde a` mettre en œuvre qu’avec l’ana-
lyse aux valeurs propres. Il existe d’autres techniques
d’analyses non-line´aires [19] qui permettent de traiter ces
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Fig. 1. Repre´sentation du syste`me mode`le e´tudie´. Initiale-
ment, Le point C se trouve a` 80 mm de l’encastrement de Ω2
pour les simulations nume´riques et les essais pre´sente´s.
proble`mes de vibrations induites par frottement, mais
dans ces analyses, le plus souvent, de fortes hypothe`ses
sont faites au niveau du contact (contact permanent, e´tat
glissant dans la meˆme direction . . . ) qui ne permettent pas
d’e´tudier localement le comportement du syste`me dans la
zone de contact.
Le plus souvent, ces analyses nume´riques sont faites
se´pare´ment. Quelques travaux couplent les deux analyses :
l’analyse temporelle fournit les conditions de contact en
fonctionnement dans un premier temps qui sont utilise´es
comme donne´es d’entre´e de l’analyse aux valeurs propres
du syste`me. Cette dernie`re donne alors l’allure du mode
mis en jeu lors de l’instabilite´ [20–23]. Vola [24] eﬀectue
les deux types d’analyse en paralle`le sur un syste`me de ba-
lai d’essuie-glace/vitre. L’e´tat statique glissant est utilise´
dans l’analyse aux valeurs propres pour la recherche des
modes instables et dans l’analyse temporelle dynamique
comme condition initiale. De re´centes e´tudes nume´riques
de syste`mes disque-plaquette mettant en place les deux
analyses ont e´te´ re´alise´es par Abu Bakar [25] et Massi [26]
montrent que l’analyse aux valeurs propres pre´dit plus de
fre´quences instables que l’analyse temporelle. Massi [26]
montre e´galement des diﬀe´rences de pre´diction du do-
maine de stabilite´ des deux analyses mises en place. Dans
la litte´rature, a` notre connaissance, aucune e´tude por-
tant sur les vibrations induites par frottement ne pre´sente
des re´sultats issus des deux analyses avec une valida-
tion expe´rimentale. C’est l’objectif de cet article qui,
compte tenu de la complexite´ du phe´nome`ne d’insta-
bilite´ de contact, porte sur l’e´tude des instabilite´s de
contact d’un syste`me mode`le (Fig. 1). Dans un premier
temps, les mode´lisations des deux analyses sont expose´es.
Puis les re´sultats issus des deux analyses sont expose´s et
synthe´tise´s, aﬁn de mettre en avant l’apport de chacune
des deux analyses dans l’e´tude des instabilite´s de contact.
Puis, dans un deuxie`me temps, l’e´tude expe´rimentale du
syste`me est eﬀectue´e et permet de valider les re´sultats
nume´riques obtenus.
1 Mode´lisation et me´thodes nume´riques
utilise´es
1.1 Syste`me e´tudie´ et e´quations de mouvement
sans prise en compte du contact
Le syste`me e´tudie´ est constitue´ de deux poutres en
acier Ω1 et Ω2 en contact ponctuel (Fig. 1). Ω2 est en-
castre´e libre. Le point A de Ω1 est bloque´ en translation
suivant x et en rotation suivant z. Une masse concentre´e
de 3 kg est prise en compte dans les calculs au point
A et correspond au support physique de Ω1 permettant
d’assurer la condition limite (voir Fig. 12). Une vitesse V
suivant x est impose´e a` Ω2 au niveau de l’encastrement
et la force F est applique´e au point A suivant y.
La discre´tisation spatiale est eﬀectue´e a` partir de la
me´thode des e´le´ments-ﬁnis. Les e´le´ments conside´re´s sont
des e´le´ments de poutre de Bernoulli (cisaillement ne´glige´)
en ﬂexion et traction-compression (3 degre´s de liberte´ par
nœud). On se place dans les hypothe`ses line´aires de pe-
tites rotations et de petites de´formations. Les e´quations
de mouvement, via le principe des travaux virtuels, sont
transforme´es en un syste`me matriciel line´aire :
Mu¨ +Cu˙ +Ku = f (1)
1.2 Analyse aux valeurs propres
Le principe de cette analyse est de calculer les va-
leurs et vecteurs propres du syste`me en inte´grant les forces
de contact dans la matrice K. On e´crit les e´quations de
mouvement autour de l’e´quilibre glissant du syste`me. La
gestion du contact est re´alise´e par l’interme´diaire d’un
ressort de raideur Kc introduit entre les deux nœuds en
contact (Fig. 2). Les deux nœuds en contact sont sup-
pose´s cine´matiquement glissants. Les forces de contact
en chaque nœud en contact peuvent donc eˆtre exprime´es
ainsi : {
λnΩ1(u
p) = −Kcunrel
λtΩ1(u
p) = −μ|λnΩ1 |sgn(νtrel)
(2)
ou` λnΩ1 et λ
t
Ω1
sont les valeurs des forces normale et tan-
gentielle de contact respectivement sur la poutre Ω1.
up repre´sente le vecteur de´placement perturbe´ autour
de la position d’e´quilibre glissant du syste`me, unrel est le
de´placement relatif suivant n des deux poutres au niveau
du contact, vtrel la vitesse tangentielle relative entre les
deux nœuds en contact.
Les vecteurs nodaux des forces normales et tangen-
tielles (λn(up) et λt(up)) peuvent donc eˆtre exprime´s en
fonction du coeﬃcient de frottement de Coulomb, de la
raideur du ressort et des de´placements nodaux. On ob-
tient ainsi l’e´quation suivante :
Mu¨p +Cu˙p +Kup = λn(up) + λt(up)⇔
Mu¨p +Cu˙p +Kcup = 0 (3)
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Fig. 2. Gestion du contact dans l’analyse aux valeurs propres.
λnΩ1 et λ
t
Ω1 repre´sente la force normale et tangentielle ap-
plique´e sur la poutre Ω1.
Les valeurs propres ϕi complexes et conjugue´es deux a`
deux du syste`me (3) sont
ϕi = εiωi + jωi (4)
Lorsque εi est ne´gatif, y croˆıt exponentiellement et
l’e´quilibre glissant du syste`me est instable par ﬂottement.
1.3 Analyse temporelle
Les valeurs de de´placements, vitesses et acce´le´rations
aux diﬀe´rents nœuds, ainsi que les forces et surfaces de
contact au cours du temps sont obtenues. La gestion du
contact avec frottement entre les deux corps de´formables
est re´alise´e par un algorithme base´ sur la me´thode des
multiplicateurs de Lagrange a` incre´ment avant [27]. L’al-
gorithme de contact est base´ sur l’interaction entre les
surfaces maˆıtres (sur Ω2) et le nœud esclave (point C ap-
partenant a` Ω1). Les segments maˆıtres e´le´mentaires sont
de´crits par deux nœuds et approxime´es par des splines
bicubiques de continuite´ C1. La me´thode des multipli-
cateurs de Lagrange a` incre´ment avant est construite a`
partir des e´quations de mouvement (via le principe des
travaux virtuels) au temps (tn = nΔt) augmente´es par
les conditions en de´placements impose´es au nœud esclave
a` l’instant tn+1 :{
Mu¨n + Cu˙n +Kun = GTn+1λn = fn
Gn+1(xn + un+1 + un) = Gn+1xx+1 ≤ 0 (5)
Les e´quations de mouvement (6) sont ensuite discre´tise´es
en temps. On choisit un sche´ma de Newmark explicite β2
(ce qui impose que la condition de Courant soit satisfaite).
Les vecteurs u˙n et u¨n sont exprime´s a` chaque pas de
temps Δta` partir du sche´ma temporel de la me´thode β2
(β2 ∈ [0, 5; 1[) :⎧⎪⎨
⎪⎩
u¨ =
2
Δt2
(un+1 − un + Δtu˙n)
u˙ +
1
1 + 2β2
{
u˙n−1+Δt(1−β2)u¨n−1+2β2
Δt
(un+1−un)
}
(6)
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Fig. 3. Repre´sentation de la loi de Coulomb classique et de
la loi de Coulomb re´gularise´e choisie (loi de Prakash-Clifton
simpliﬁe´e). La force tangentielle donne´e par la loi de Coulomb
classique re´pond instantane´ment a` une variation brutale de
la force normale, contrairement a` celle donne´e par la loi de
Prakash-Clifton simpliﬁe´e.
La loi de frottement utilise´e au contact est la loi simpliﬁe´e
du type Prakash-Clifton [28, 29] (Fig. 3). Les conditions
de contact sont donne´es par :
λnn ≤ 0 (contact si λnn < 0 et de´collement si λnn = 0).
Dans le cas ou` λnn < 0 :
∣∣∣λtn∣∣∣ ≤ μ ∣∣λnn ∣∣
 Si on a
∣∣∣λtn∣∣∣
c
< μ
∣∣λnn ∣∣, alors νtrel = 0 (adhe´rence) et a`
tn,
∣∣∣λtn∣∣∣ = ∣∣∣λtn∣∣∣
calc
.
 Si on a
∣∣∣λtn∣∣∣
c
≥ μ ∣∣λnn ∣∣, alors λtn · νtrel ≤ 0 (glissement)
(8)
λ˙t = − Vˆ
Lˆ
(∣∣∣λt∣∣∣− μ ∣∣λn∣∣) et a` tn, ∣∣∣λtn∣∣∣ =
1
1+ Vˆ
Lˆ
Δt
(∣∣∣λtn−1∣∣∣+ VˆLˆ Δtμ ∣∣λnn ∣∣
)
ou` vtrel est la vitesse
relative tangentielle des nœuds esclaves lie´s a` la surface
maˆıtre. λ˙t est la de´rive´e de la force tangentielle de
contact en fonction du temps.
La force tangentielle atteint la force tangentielle de
Coulomb
∣∣∣λtn∣∣∣ = μ ∣∣λnn ∣∣ apre`s un glissement sur une lon-
gueur Lˆ, ou apre`s un temps τˆ qui vaut Vˆ
Lˆ
.
∣∣∣λtn∣∣∣
c
corres-
pond a` la valeur de la force tangentielle calcule´e avant
l’application des conditions de contact.
2 E´tude nume´rique et confrontation des deux
types d’analyses
Les caracte´ristiques du syste`me e´tudie´ ﬁgurent dans
le tableau 1. Le mode`le nume´rique contient 120 e´le´ments-
ﬁnis (soit 122 nœuds et 366 degre´s de liberte´). Pour
mode´liser correctement le syste`me dans le domaine
fre´quentiel d’inte´reˆt [0–10 kHz], une longueur d’e´le´ment
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Tableau 1. Donne´es du syste`me e´tudie´.
Ω1 Ω2
Longueur 0,05 m 0,15 m
E´paisseur 0,01 m 0,015 m
Largeur 0,0015 m 0,003 m
Masse volumique (ρ) 7900 kg.m−3 7900 kg.m−3
Module d’Young (E) 185 GPa 185 GPa
Parame`tre α1 50 s
−1 50 s−1
Parame`tre α2 1× 10−8 s 1× 10−8 s
Nombre d’e´le´ments 30 90
de 1,7 mm a e´te´ choisie. Cette longueur est bien infe´rieure
a` dix fois la longueur d’onde (c/fmax ≈ 50 mm). Les
coeﬃcients α1 et α2 ont e´te´ obtenus lors de l’e´tude
expe´rimentale de la poutre Ω2 seule. Pour les premiers
modes de la structure assemble´e, il a e´te´ ve´riﬁe´ que les
taux d’amortissement applique´s nume´riquement et me-
sure´s expe´rimentalement sont proches, surtout pour les
fre´quences proches de la fre´quence de crissement. L’angle
θ est ﬁxe´ a` 5◦. Dans les simulations pre´sente´es, le contact
entre les deux poutres s’eﬀectue au point C (Fig. 1). Les
surfaces de contact sont conside´re´es comme e´tant parfai-
tement lisses. Les eﬀets thermiques et physico-chimiques
sont ne´glige´s.
2.1 Analyse aux valeurs propres
Une e´tude de sensibilite´ a` la valeur de la raideur de
contact Kc a e´te´ eﬀectue´e. Pour des valeurs du meˆme
ordre de grandeur que la raideur des e´le´ments du syste`me,
les re´sultats (domaine d’instabilite´, valeurs propres) sont
sensibles a` ce parame`tre. Cependant, pour des valeurs
grandes devant la raideur e´le´mentaire du syste`me, les
re´sultats sont indiﬀe´rents aux variations de Kc, ce qui in-
dique que, pour ces valeurs, le contact peut eˆtre conside´re´
comme inﬁniment rigide. Dans la mode´lisation tempo-
relle, l’utilisation de la me´thode des  multiplicateurs de
Lagrange a` incre´ment avant  implique que le contact est
conside´re´ comme inﬁniment rigide. Ainsi pour avoir des
re´sultats comparables, la raideur de contact Kc est ﬁxe´e
a` 105 fois la raideur e´le´mentaire maximale du syste`me
(Kc = 1, 35× 1014 N.m−1).
L’instabilite´ se manifeste par une ou plusieurs coa-
lescences de deux modes en fre´quence (partie imaginaire
de la valeur propre). Paralle`lement, une des deux valeurs
propres posse`de un taux d’amortissement εi ne´gatif. La ﬁ-
gure 4a pre´sente l’analyse aux valeurs propres du syste`me
en fonction du coeﬃcient de frottement. Dans le domaine
fre´quentiel conside´re´ et pour des coeﬃcients de frotte-
ment compris entre 0 et 0,5, on observe trois coalescences
de modes (400 Hz, 2800 Hz et 7700 Hz) a` des coeﬃcients
de frottement diﬀe´rents (μ400 Hzc = 0, 16, μ
2800 Hz
c = 0, 12
et μ7700 Hzc = 0, 23).
La forme des modes (Figs. 4b–4d) et le glissement re-
latif au niveau du contact sont des parame`tres importants
de la coalescence de modes lie´e a` l’instabilite´ [13,26]. Par
exemple, le mode ⑨ (8070 Hz a` μ = 0) qui est un mode
Tableau 2. Parame`tres des simulations temporelles
pre´sente´es.
Force applique´e (F ) 9 N
Vitesse applique´e (V ) 0,002 m.s−1
Pas de temps (ΔT ) 2× 108 s
Amortissement nume´rique (β2) 0,8
de traction pure de Ω2 et qui pre´sente un nœud de vibra-
tion au point de contact, ne subit aucun couplage avec
le mode ⑧ (7180 Hz a` μ = 0) ou le mode ⑩ (8350 Hz a`
μ = 0).
2.2 Analyse temporelle
Les parame`tres des simulations pre´sente´es sont donne´s
dans le tableau 2. Les parame`tres de maillage et de pas
de temps ont e´te´ de´ﬁnis aﬁn d’obtenir la convergence
des re´sultats en temps et en espace. Les parame`tres de
re´gularisation sont ﬁxe´s (Vˆ = V et Lˆ = 2 × 10−10 m).
A` l’instant initial, les poutres sont immobiles et ne sont
pas en contact. Ω1 est alors mise en mouvement suivant
y par la force F applique´e et les deux poutres entrent en
contact (Phase I :t ∈ [0 s; 0, 4 s]). Lorsque les deux poutres
en contact sont en e´quilibre statique, on applique une vi-
tesse V suivant x a` Ω2 (Phase II : t ∈ [0, 4 s; 1 s]).
2.2.1 E´quilibre glissant
Les ﬁgures 5 et 6 pre´sentent la vitesse suivant x du
nœud esclave (Point C) et la force de contact suivant y en
fonction du temps pour un coeﬃcient de frottement de 0,1
et V = −2 mm.s−1. Lors de la mise en mouvement de Ω2,
un re´gime vibratoire transitoire de tre`s faible amplitude
se met en place et laisse rapidement place a` un re´gime
stable glissant.
La vitesse du nœud esclave tend vers ze´ro et la force
de contact suivant y tend vers 9 N, valeur absolue de la
force F impose´e. Les valeurs locales de vitesse et de force
tendent vers les valeurs globalement impose´es.
2.2.2 Apparitions d’instabilite´s de contact
Lorsqu’on augmente le coeﬃcient de frottement, le
syste`me passe d’un re´gime glissant stable a` un re´gime
d’instabilite´ de contact. Pour les parame`tres de´ﬁnis dans
le tableau 2, le coeﬃcient de frottement critique au-dessus
duquel l’instabilite´ est ge´ne´re´e vaut 0,12. Les ﬁgures 7 et
8 pre´sentent la vitesse suivant x des nœuds B et C et les
forces de contact suivant x et y en fonction du temps pour
un coeﬃcient de frottement de 0,15. Le phe´nome`ne d’in-
stabilite´ de contact se traduit par un phe´nome`ne de vi-
brations auto-entretenues du syste`me. L’amplitude des vi-
brations est plus importante que dans le cas ou` le syste`me
est stable. La ﬁgure 9 pre´sente la transforme´e de Fourier
des forces de contact suivant x et y. Le spectre pre´sente
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Fig. 4. Analyse aux valeurs propres nume´rique du syste`me : (a) e´volution des 10 premie`res fre´quences du syste`me couple´ par
frottement en fonction du coeﬃcient de frottement (θ = 5◦) (© Fre´quences d’instabilite´ potentielle), (b) a` (d) Allures des modes
2, 5 et 8 avec un coeﬃcient de frottement μ de 0,01 en dessous du coeﬃcient de frottement critique μc (μ = μc − 0, 01).
Fig. 5. Vitesse suivant x du nœud esclave (point C). (Simula-
tion nume´rique temporelle avec μ = 0, 1 et V = −2 mm.s−1).
une pe´riodicite´ en fre´quence dont la fre´quence principale
se trouve a` 2700 Hz.
L’apparition de vibrations auto-entretenues se mani-
feste par l’apparition d’ondes au niveau du contact qui
sont de type adhe´rence-glissement, adhe´rence–
glissement–de´collement ou glissement–de´collement
[16, 30–32]. Il y a donc localement des variations du
Fig. 6. Force de contact suivant y pendant la deuxie`me phase
de simulation (simulation nume´rique temporelle avec μ = 0, 15
et V = −2 mm.s−1).
statut cine´matique (adhe´rent, glissant, de´colle´) du nœud
esclave par rapport a` la surface de contact, ainsi que des
variations de la force de contact (normale et tangentielle),
des vitesses. . . Dans la simulation pre´sente´e, ce sont
des ondes de type adhe´rence-glissement-de´collement a`
la fre´quence de 2700 Hz qui sont pre´sentes au niveau
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Fig. 7. Vitesse suivant x des points B et C (simulation
nume´rique temporelle avec μ = 0, 15, F = 9 N et V =
−2 mm.s−1).
Fig. 8. Forces de contact selon x et y (simulation nume´rique
temporelle avec μ = 0, 15, F = 9 N et V = −2 mm.s−1).
Fig. 9. FFT des forces de contact selon x et y (simula-
tion nume´rique temporelle avec μ = 0, 15 F = 9 N et
V = −2 mm.s−1).
du contact. Localement, les conditions de contact sont
plus se´ve`res que celles impose´es globalement. En eﬀet,
la force de contact peut atteindre 23 N au lieu des 9 N
impose´ globalement. De meˆme, alors que la valeur de la
vitesse relative macroscopique est de 2 mm.s−1, la vitesse
relative locale peut atteindre plus de 40 mm.s−1.
Ω2
Ω1
Fig. 10. Repre´sentation des vecteurs vitesses en chaque nœud
du syste`me a` t = 1 s (Simulation nume´rique temporelle avec
μ = 0, 15, F = 9 N et V = −2 mm.s−1). Re´sultats similaires
a` la ﬁgure 4c obtenue par l’analyse aux valeurs propres.
La ﬁgure 10 pre´sente les vecteurs vitesses de chaque
nœud du syste`me pendant l’instabilite´ a` t = 1 s. Cette
repre´sentation montre que le syste`me vibre selon un mode
typique de la structure assemble´e (mode obtenu lors de
l’analyse aux valeurs propres Fig. 4c), car Ω2 pre´sente
des vibrations dont l’allure ne correspond pas a` celle d’un
mode de poutre encastre´e-libre. Les vibrations lie´es au
crissement (type particulier d’instabilite´s de contact qui
se caracte´rise par des vibrations instables continues et
harmoniques de hautes fre´quences [3]) sont dues a` des
vibrations couple´es des deux structures en contact.
2.3 Synthe`se des re´sultats des deux analyses
Dans le mouvement de´crit par le syste`me, la position
du point de contact e´volue au cours du temps. L’analyse
temporelle simule le comportement du syste`me en temps
et prend ainsi en compte cette e´volution. L’analyse aux
valeurs propres ne tient pas compte de cette e´volution du
point de contact. Cependant, le de´placement du point de
contact e´tant de l’ordre de 1,1 mm, il n’y a pas d’inﬂuence
sur les re´sultats de l’analyse aux valeurs propres.
D’apre`s l’analyse aux valeurs propres, le syste`me est
instable a` partir d’un coeﬃcient de frottement de 0,12
(Fig. 4a). Une valeur identique est obtenue par l’analyse
temporelle.
Pour un coeﬃcient de frottement μ de 0,15, les deux
analyses donnent les meˆmes re´sultats : une seule fre´quence
instable a` 2700 Hz pour l’analyse temporelle et 2800 Hz
pour l’analyse aux valeurs propres. La repre´sentation tem-
porelle des vibrations du syste`me (Fig. 10) pendant l’in-
stabilite´ correspond au mode instable obtenu par l’analyse
aux valeurs propres (Fig. 4c).
Pour des coeﬃcients de frottement plus e´leve´s, l’ana-
lyse aux valeurs propres donne plusieurs fre´quences po-
tentiellement instables. Les simulations temporelles in-
diquent que ces fre´quences ne sont pas toutes instables.
Pour un coeﬃcient de frottement de 0,25, d’apre`s les
re´sultats de l’analyse aux valeurs propres, trois fre´quences
sont potentiellement instables : 400 Hz, 2800 Hz et
7700 Hz (Fig. 4a). Les re´sultats des simulations tem-
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Fig. 11. Taux d’amortissement ε pour les modes ② (400 Hz),
⑤ (2700 Hz) et ⑧ (7700 Hz) en fonction du coeﬃcient de frot-
tement.
porelles indiquent que seul le mode a` 2700 Hz est in-
stable pour les conditions de fonctionnement (vitesse V
de –2 mm.s−1, force F de 9 N). La ﬁgure 11 pre´sente
l’e´volution des taux d’amortissement des modes②, ⑤ et ⑧
(donne´e par l’analyse aux valeurs propres) en fonction du
coeﬃcient de frottement. Dans certains travaux ([33] par
exemple) base´s sur une analyse aux valeurs propres, cette
valeur du taux d’amortissement des modes potentielle-
ment instables est conside´re´e comme un bon indice pour
de´terminer le mode qui est excite´ en conditions re´elles
de fonctionnement. D’apre`s cet indice (Fig. 11), a` partir
d’un coeﬃcient de frottement de 0,17, c’est le mode ② qui
devrait eˆtre pre´ponde´rant car il posse`de le taux d’amortis-
sement le plus e´leve´ en valeur absolue. Pourtant ce n’est
pas le mode d’instabilite´ que pre´dit l’analyse temporelle.
Ainsi, pour notre syste`me, la valeur du taux d’amortisse-
ment des modes potentiellement instables n’est pas un
bon indice pour de´terminer le mode qui est excite´ en
conditions re´elles de fonctionnement. Ce taux d’amortis-
sement permet uniquement de caracte´riser le de´but du
mouvement dynamique.
Les deux analyses donnent donc des re´sultats tre`s
proches pour le domaine de stabilite´. Cependant, l’ana-
lyse aux valeurs propres pre´dit, dans certains cas, plus de
fre´quences potentiellement instables que l’analyse tempo-
relle. Une validation expe´rimentale est ensuite mene´e aﬁn
d’appuyer les re´sultats nume´riques obtenues par les deux
analyses.
3 Validation expe´rimentale
3.1 Banc d’essai
Le banc utilise´ est repre´sente´ sur la ﬁgure 12. La
poutre Ω1 (1) est bloque´e en translation selon x et en
rotation selon z mais libre selon y. L’application phy-
sique de ces conditions limites impose la pre´sence d’un
support (3) (dont la masse est de 3 kg) qui modiﬁe la
dynamique du syste`me. (Ce support est mode´lise´ par une
masse concentre´e dans les simulations nume´riques.) Le
5
4
2
1
3
6
Point E
y
x
z
Fig. 12. Banc d’essai. (1) Poutre Ω1, (2) poutre Ω2, (3) sup-
port de la poutre Ω1, (4) syste`me vis-e´crou, (5) poids, (6)
capteur de de´placement.
support de l’ensemble Ω1-support peut pivoter autour
d’un axe solidaire du baˆti. La force verticale F de 9 N est
applique´e par l’interme´diaire d’un poids (4). La poutre Ω2
(2) est encastre´e-libre et repose sur un support coulissant
suivant x par rapport au baˆti. Un syste`me vis-e´crou (4)
permet de translater ce support.
Lors d’un essai en re´gime stable glissant (V > 0), le
coeﬃcient de frottement a e´te´ estime´ entre 0,2 et 0,25.
L’e´tude expe´rimentale a e´te´ re´alise´e en deux temps. Dans
un premier temps, une e´tude modale du syste`me complet
a` l’arreˆt a e´te´ re´alise´e aﬁn de valider la mode´lisation dyna-
mique du syste`me sans mouvement relatif entre les deux
poutres. Dans un second temps, l’e´tude des vibrations du
syste`me lorsque la vitesse V (<0) est applique´e a` Ω2 a
e´te´ re´alise´e.
Aﬁn de re´aliser l’e´tude modale du syste`me a` l’arreˆt, un
pot excitateur muni d’un capteur de force pie´zoe´lectrique
a e´te´ dispose´ sur le support de Ω1 au niveau du point
E (Fig. 12). Il est maintenu inactif pendant l’e´tude des
vibrations du syste`me lorsque la vitesse V est applique´e
a` Ω2 aﬁn de ne pas modiﬁer la dynamique du syste`me.
Ce capteur pie´zoe´lectrique enregistre la force au niveau
du point E en fonction du temps. Un vibrome`tre laser a`
ﬁbre optique permet de mesurer la vitesse de vibration
suivant la direction de vise´e d’un point du syste`me. Un
capteur de de´placement (5) repe`re la position du plateau
support de Ω2 et permet ainsi de connaˆıtre la vitesse de
translation du plateau.
3.2 E´tude modale du syste`me a` l’arreˆt
Avant d’e´tudier la dynamique du syste`me en frotte-
ment, il est ne´cessaire de ve´riﬁer que la dynamique du
syste`me au repos (V = 0) est bien mode´lise´e. Pour cela,
une e´tude modale du syste`me a` l’arreˆt a e´te´ eﬀectue´e aﬁn
de comparer les modes et fre´quences propres nume´riques
et expe´rimentales du syste`me. Expe´rimentalement, dans
un premier temps, on soumet la structure a` un bruit
blanc aﬁn d’obtenir les fre´quences propres du syste`me.
La forme des modes expe´rimentaux est obtenue graˆce a`
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Fig. 13. Repre´sentation nume´rique et expe´rimentale des
modes du syste`me couple´ (a) 2930 Hz (b) 4875 Hz. —
Repre´sentation des poutres non de´forme´es, © Amplitude mo-
dale expe´rimentale pour les points de Ω1, * Amplitude modale
expe´rimentale pour les points de Ω2, Mode nume´rique.
la mesure des niveaux et phases vibratoires en diﬀe´rents
points du syste`me soumis a` une excitation sinuso¨ıdale aux
fre´quences propres expe´rimentales.
Ces modes sont ensuite compare´s aux modes
nume´riques obtenus par une recherche classique de modes
propres des deux poutres colle´es au niveau contact.
La ﬁgure 13 pre´sente deux des modes du syste`me a`
l’arreˆt. Tous les modes obtenus expe´rimentalement ont
e´te´ identiﬁe´s avec une bonne pre´cision. Les fre´quences
expe´rimentales et nume´riques sont pre´sente´es dans le ta-
bleau 3. L’erreur sur les fre´quences n’exce`de pas 4 %.
La mode´lisation dynamique du syste`me expe´rimental
pre´sente´ ﬁgure 12 est donc valide´e.
3.3 E´tude des vibrations du syste`me
lorsque Ω2 est en translation
Chaque essai se de´roule en trois e´tapes : d’abord, la
surface de Ω2 est nettoye´e aﬁn d’avoir des conditions
de contact reproductibles. Puis, les poutres sont mises
en contact. Enﬁn, lorsque le syste`me est en e´quilibre
Tableau 3. Fre´quences propres nume´riques et expe´rimentales
et erreur relative.
Fre´quences Fre´quences Erreur relative sur
nume´rique expe´rimentales la valeur de fre´quence
16 Hz 16 Hz 0 %
362 Hz 374 Hz 3,2 %
1665 Hz 1620 Hz 2,8 %
2060 Hz 2080 Hz 0,9 %
2924 Hz 2930 Hz 0,1 %
5035 Hz 4875 Hz 3,3 %
6624 Hz 6600 Hz 0,4 %
8030 Hz 7690 Hz 4 %
8236 Hz 8100 Hz 2 %
Fig. 14. Vitesse nume´rique et expe´rimentale suivant x au
point B en fonction du temps (V = −2 mm.s−1 et F = 9 N) .
statique, Ω2 est mise en mouvement. C’est lors de cette
dernie`re phase que les mesures suivantes sont eﬀectue´es :
 la mesure de la force FE(t) mesure´e au point E par le
capteur pie´zoe´lectrique lie´ au pot excitateur inactif,
 la mesure de la vitesse vB(t) du point B (Fig. 1).
La ﬁgure 14 pre´sente les vitesses suivant x nume´rique
et expe´rimentale du point B en fonction du temps
pour une vitesse de translation de Ω2 de –2 mm.s−1.
Nume´riquement et expe´rimentalement, le syste`me
pre´sente des instabilite´s de contact et vibre de manie`re
discontinue. Nume´riquement, les se´quences d’instabilite´
apparaissent a` intervalles de temps re´gulier. L’intervalle
de temps (environ 0,04 s) entre deux phases d’instabilite´
correspond au temps pendant lequel Ω2 entraˆıne Ω1 par
adhe´rence. C’est ensuite le glissement entre Ω2 et Ω1 qui
met le syste`me en vibrations. Ces intervalles de temps
sont lie´s a` la vitesse de Ω2. On peut observer que les
intervalles de temps nume´riques et expe´rimentaux entre
les se´quences d’instabilite´ sont proches.
Les ﬁgures 15 et 16 pre´sentent les spectres des vi-
tesses nume´rique et expe´rimentale suivant x du point B
(Fig. 1) et les spectres de la force de contact nume´rique
(direction y) et de la force FE (direction y) expe´rimentale
pour une vitesse de translation de Ω2 de –2 mm.s−1.
Expe´rimentalement, la force de contact ne peut pas
eˆtre mesure´e. Cependant, les vibrations du syste`me
qui se propagent jusqu’au capteur, sont repre´sentatives
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Fig. 15. FFT des vitesses nume´rique et expe´rimentale suivant
x du point B (V = −2 mm.s−1 et F = 9 N).
Fig. 16. FFT de la force de contact nume´rique suivant y
nume´rique et de FE expe´rimentale (V = −2 mm.s−1 et F =
9 N).
des vibrations de la force de contact du point de
vue de leur contenu fre´quentiel. D’apre`s ces ﬁgures,
expe´rimentalement, les vibrations du syste`me pre´sentent
une pe´riodicite´ en fre´quence, avec comme fre´quence prin-
cipale 2700 Hz (Figs. 15, 16), ce qui est e´galement pre´dit
par les simulations nume´riques. De plus, l’amplitude
nume´rique des vibrations en temps et en fre´quence est
tre`s proche de celle obtenue expe´rimentalement. Ce qui
montre que la fre´quence d’instabilite´ ainsi que son ni-
veau de vibration sont bien pre´dites nume´riquement par
l’analyse temporelle. L’analyse aux valeurs propres pre´dit
deux fre´quences d’instabilite´ a` un coeﬃcient de frotte-
ment μ de 0,2 : 400 Hz et 2800 Hz. Seule la dernie`re (en-
viron 2800 Hz) apparaˆıt dans le spectre expe´rimental, ce
qui valide en partie l’analyse aux valeurs propres puisque
la fre´quence de vibration expe´rimentale est pre´dite. Mais
l’analyse aux valeurs propres n’est pas suﬃsante car elle
surestime le nombre de fre´quences d’instabilite´.
4 Conclusions
Cet article pre´sente l’e´tude des instabilite´s de contact
sur un syste`me mode`le. L’analyse nume´rique temporelle,
valide´e expe´rimentalement, associe´e a` l’analyse aux va-
leurs propres permettent d’e´tudier de fac¸on comple`te les
instabilite´s de contact de ce syste`me d’e´tude.
Le syste`me est instable lorsque le coeﬃcient de frot-
tement est supe´rieur 0,12. L’analyse temporelle montre
que le syste`me vibre principalement selon un mode de la
structure assemble´e qui correspond au mode donne´ in-
stable a` la meˆme fre´quence (2700 Hz) par l’analyse aux
valeurs propres. Elle montre e´galement que les conditions
locales de contact (forces de contact et vitesses relatives)
peuvent eˆtre beaucoup plus se´ve`res que celles impose´es
macroscopiquement.
Les re´sultats obtenus montrent e´galement que l’ana-
lyse aux valeurs propres surestime le nombre de
fre´quences potentiellement instables. Graˆce a` l’analyse
temporelle, on connaˆıt la fre´quence re´elle des vibrations
du syste`me lors des instabilite´s de contact.
Les deux analyses mene´es paralle`lement fournissent
donc des re´sultats comple´mentaires.
 L’analyse temporelle fournit les valeurs de
de´placements, vitesses, acce´le´rations et forces de
contact en fonction du temps (en re´gime stable ou
instable) permettant de comprendre la dynamique
globale et locale de contact du syste`me en fonction
du temps. Elle fournit les donne´es d’entre´e pour
d’e´ventuelles e´tudes acoustiques ou tribologiques.
 L’analyse aux valeurs propres fournit les fre´quences
propres potentiellement instables. L’observation des
modes correspondants montre que la coalescence a lieu
entre deux modes dont l’allure est proche et dont l’am-
plitude modale de de´placement au niveau du contact
est importante. Ce type d’analyse permet d’avoir des
re´sultats sur la propension au crissement avec des
temps de calculs faibles.
Les analyses aux valeurs propres et temporelle mene´es
en paralle`le sur un syste`me permettent d’e´tudier
comple`tement son crissement e´ventuel. Pour des syste`mes
simples ou des syste`mes plus complexes, la mise en place
des deux analyses permet de disposer de tous les outils
pour e´tudier le comportement du syste`me, l’incidence des
vibrations sur le bruit et l’usure et de repousser le crisse-
ment a` des coeﬃcients de frottement plus e´leve´s en mo-
diﬁant des parame`tres du syste`me (ge´ome´trie, mate´riau).
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